
� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � ��� � $

% &' () * +, - () .



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � ��� � �

% &' () * +, - () .

� + � - . � + � (, +� � �� .� �� 	
 � � � � � (, , � � 
 & � () *

��� � ���

� �� � � �� � �� �� � + ) % &' () * �� � �� � �

! "# $%& ')(* +,- ./ (& , .0 1 2)34 * 5 +# + ' '- 4 6 +* 4 % # * % * 5 .7# * 1 6 54 8 ( # 9 1 ' 0 % ,- .& : ; <=> ? @ =AB =A C DEFG H DEI > DJ K => IG E L : M NOP :Q QSRT OUSV T PW RX- +# Y ( 04 # 9 * 5 . .#4 9& + :)Z []\ ^ _` ab c d _ e af :Sg hZ R ij ^ kl e a :m nop U U N N M MPq MO R



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � ��� � �

% &' () * + , - () . � + � - . � + � (, +� � .� ) ( � ( � )

� % &' () * +, - () . � % � � 	 � � � � � � � �� � �� � 	

�
	 � & 
 � . � � � 	� 	 � 
 ��� ��� ��� �� � �� + �� 0 � ��� � � � �

� �� 	 � ) ( � . 
 . � �� 
 � + � .
 �

� � �� � � � () 
 & � + � 
 - + � . � 	 � � � � � � � � � � 	� � ��� � � �

� � + )� 
�� � �� � � � �� � �

� � �� � � � � + 
 . + � 
 - + � . � � �  � 	 � � � � + )� 
�� � �� ��

� �
! !# * 0 % 8 ( 6* 4 % # * % * 5 . Y 5 .% 0 " % # $%& ' (* +* 4 % # :Z [ $ 4 6 5 + .- %4 ' 1 .0 :o ` d d& f ')( d* a +-,. d/ Q f d ^0 a l ` ^j ^ e 1 : m n op N2 MV T q USV T T P V 2 R



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � ��� � �

% &' () * + , - () . � + � - . � + � (, +� � .� ) ( � ( � )

� � � � � � � � � � ��� �	� 
 �� � � � 
 � + � .

�' + ) 
 ( � ( � ) � & ) , � ( � )�

� � �
� �� � � � 
 � +' � 
 � + � .�

� � +� �� � � � + , , . 
 � - + � � 
 � + � .�

� � 0 � �� � � � ' . � ., � - + � � 
 � + � .�



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � ��� � �

% &' () * +, - () . � � - �
 (, +� � ( .�



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � ��� � �

γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ0 1 2 341 14 4 2

jq

Read−Write tape

Finite State Control

state

(no end towards right)

γ
i is in Γ

�� ��� � � �	 
� �
 � �� � � 
 �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � ��� � �

0 1

q

Read−Write tape

Finite State Control

(no end towards right)

intial state0

σ σ σ σ σ σ σ σ2 3 4 5 6 7

is in σi Σ

�� ��� � � � 	 � � 
 � � � � � � 
 � � 
� � � � � 




� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � ��� � �

γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ0 1 2 341 14 4 2

Read−Write tape

Finite State Control

(no end towards right)

γ
i is in Γ

halt stateq a

accept / reject
q

r

�� � � � � � 	 � � � � � 
 � � 
� � � � � 
 �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � ��� � �

% &' () * + , - () . � � ) . � � . 
 � � � 
 & � + � ( � )

� &' ' � � ) � % ' + ) 
 � �� � � � � � � 	 �

� � � � � � � 
 & ) � � � � ' �

� �4 
 
� � �4 � � 
 
 � � � �� � � 
 � � �

� �4 
 
� � �4 � � 
 
 � � � �	� � � 
 � � �


� � � � 
 , + ) ) .� 
 � & +' . �� � � � � . � � � �
 � � � � � � � � �� � � � � �

� . � � � � 	 . � . ) ��



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � $ �

% &' () * +, - () . �� ) �� + � 
 � .

� � � � � � � � � � � � � � � �� �� ��� � � �

� � �	 U �	 M �	  �	
 
 �

� � �
� 
 �

� � �
� � � 
 �

� �
��������

� ��������

 
	� �� � � 
	� �� ��� � ��

� �	� � � �� �	� � � � � � ��

� �	� ��� �� �	� ��� ��� � ��

� �	� ��� �� �	
 ��� ��� � �
� �������

�������� 



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � $ $

% &' () * +, - () . /0 1 2 &3 +3 (0 ) 45 ) 67 + 1 298 .

:;< =;
% + 2 . 4 > ?@ � � � � % ' + ) A 4 � �B� � � �� �B� � � � � � �

% + 2 . 4 � > ?C � � � % ' + ) A 4 � �B� � � �� �B� � � � � � �

% + 2 . 4 � � > ?@ � � % ' + ) A 4 � �B� � � �� �B� � � � � � �

% + 2 . 4 � � � > ?C � % ' + ) A 4 � �B� � � �� �B� � � � � � �

% + 2 . 4 � � � � > ?@ � % ' + ) A 4 � �B� ��� �� �B� ��� ��� � �

% + 2 . 4 � � � > ?D �

E< F;



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � $�

% &' () * + , - () . /0 ) � * &' +3 (0 )

� ; � =�� ��� < 	
 � � � , 0 ) � * &' +3 (0 ) � �< �� < 
�� �
 �; �� � ; �

	 �� 
 � ;< ; � �� �

% + 2 . 4� � � > ?C �

� ��� �� ��� �� �� / � �< � � F �� �� ; �� � � ! ! � � �" �;

/ # �7 �$ � % � �

& ' 
 � - . +( � � � � � � � ; � ' . +( ; 
 � 8 .) 3 1 0 A3 A % 1 *0 8 ��

% +# , �

& -� 7 # , . ; 
 �� ; 
 � - . +( � � � 	< � � �� � ; 
 � 8 .) 3 1 0 A3

A$ & +' . �� ; 
 � ;< 
 � �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � $ �

/0 1 2 & 3 +3 (0 ) + A + � () +' % � .8 +3 (0 )

& � � 0 ) . A3 . 2 , 0 1 2 & 3 +3 (0 ) � < ��� �� � �� �� < �<

* () +' % ' .8 +3 (0 ) 	�
 � �� � = ; 
 � 	 � F F � 	; � �� ��

, 0 ) � * &' +3 (0 ) A 
 � �� ; 
 � '� �

& " �; / � � / ��� 
 � . ; 
 �� � �� < � 
 < � � ; 
 � � � F F � � �� �


 � � ��� � F� ; � � � �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � $�

/0 1 2 & 3 +3 (0 ) + A + � () +' % � .8 +3 (0 )

& � � # ��� � � B � � � � � . / � # �7 � 2 � � � � % � .< � �

( .8 3 + �$ � � � � # � 2 � � � ��� � �

& � � # ��� � B � � � � � � . / � # �7 � � � 2 � � % � .< � �

	 �$ � � � � # � 2 � � � � � � �

& � � # ��� � B � � � � . / � # �7 � � � 2 ��� � .< � �

	 �$ � � � � # � 2 � � � � � � �

& � � # � , � B � � � � � . / � # � , � 2 � � � % � .< � �

	 �$ � � � � # � 2 � � � ��� � .< � �

& � � # ��� � � B � � � � . / � # �7 � 2 � � � .< � �

	 �$ � � � � # � 2 ��� ��� � �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � $ �

/0 1 2 & 3 +3 (0 ) + A + � () +' % � .8 +3 (0 )

� , 0 ) � * &' +3 (0 ) / � 
 = � � � 	 � �< , 0 ) � * &' +3 (0 ) / �< � ; � =

�� � ; � � �� � � = �� �; � 
 � �� < ��� � � � = � � � �

/ � 
 � / � �

� 
 � = � 
 � � � ; 
 � ' .� .7 ( � .�� 3 ' + ) A (3 ( � . , 8 0 A &' . �� 
 �

-� �; 
 � = � � =� � . � � ; 
 � = / � # / � � = ; 
 � = �< = � 	 
 �

, 0 ) � * &' +3 (0 ) A . / � � � � � � / � . � � ; 
 < ; / � # / �< � �

/ � # / �< � � / 
 
 / 
 � � . � � = � � � � 	 �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � $ �

�3 +' 3 + ) ( � +8 3 () * /0 ) � * &' +3 (0 ) A

& �3 +' 3 /0 ) � * &' +3 (0 ) 4 � , �$ � � 7 � � � � �

& � +8 3 () * /0 ) � * &' +3 (0 ) 4 �7 �$ � � % � � + , , . 2 3 - +8 3 �

& � +8 3 () * /0 ) � * &' +3 (0 ) 4 �7 �$ � � % � � ' . � ., 3 - +8 3 �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � $ �

� + ) * & + * . 5 , , . 2 3 .( * % + % &' () * + , - () .

" �; � �< '� � ' 
 � F< � � �< � � +, , . 2 3 .( � � .

� � � # �7 � �
� � � , �$ � � 7 � 
 � � % �$ � � � � ���

�� < � � =� ; � �7 � 2 � % �< �7 2 % 
 = �� � � �� � � 	 # 
 �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � $ �

% &' () * 5 , , . 2 3 + *8 . + ) ( � ., (( + *8 . � + ) * & + * . A

" �; � � �< F< � � �< � � �� � = ; 
 �< F 
 
 < � �; � � ' 
 � F< � � �< � �

� � � 	< F F �� % &' () * +, , . 2 3 + *8 . � = % &' () * ' ., 0 * ) ( A + *8 .

� � ; 
 � = � � �< ' � =�� ��� < 	
 �� � # � � � � � � 	 �$ � �$ � �$ � �

� � ; 
 < ; � � � # � �

' 
 � F< � � �< � �� � � 	< F F �� % &' () * ( ., (( + *8 . � � ; 
 � = � � �<

' � =�� � � < 	
 �� � # � � � � � � 	 �$ � �$ � �$ � � � � ; 
 < ;

� � � # � < � � < F � � � � � # � . � 
 � = �

# � � � � � � 	 �$ � �$ � �$ � � � � �< � �< � �� 	 � 
 ; ; 
 �

+ , , . 2 3 < � � ; 
 � ' . � ., 3 - +8 3 A3 +3 . A< = � � � ; � = 	
 < � � �� �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � $ �

% &' () * 5 , , . 2 3 + *8 . + ) ( � ., (( + *8 . � + ) * & + * . A

& �� � = � % &' () * ( ., (( + *8 . F< � � �< � � � � % &' () *

+ , , . 2 3 + *8 . �' ., 0 * ) ( A + *8 . �

& � � ; < % &' () * ' ., 0 * ) ( A + *8 . F< � � �< � �� < � � �; � �

% &' () * ( ., (( + *8 . � � � � ; 
 � = � � �< ' � =�� �� < 	
 � � � ; 
 < ;

�� + ) % () 2 & 3 � = �� ; 
 � 8 + ) * & + * . �� ; � = � ; 
 � + , , . 2 3

A3 +3 .< � � 
 < F; � � � � ; � ; � < � � �; �< F� < � � � �� ; � = ; 
 �

' . � ., 3 A3 +3 . �� � �� � � � 
 � ; � � ; �� � � ; 
 � F< � � �< � � �

& ' 
 � = �< = � F< � � �< � � � ; 
 < ; < = � � �; �� �� % &' () *

' ., 0 * ) ( A + *8 . �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � � �

% &' () * � ., (( + *8 . � + ) * & + * . 4 5 ) 6 7 + 1 298 .

� �� �� � � = ; 
 � F< � � �< � �

� # �7 � � + � * � �7 # 7 ' . � .' A . + ) ( �� � ( A . � . ) �

� � F F � � � � � � � ; 
 � ' � =�� � � < 	
 �� � ; 
 < ; � � 	 � � � �� �

� # � B � � � � � � B � � B � �

� # �	� � 
 �

	 # �	� � 
 � � ��� �

B� # B �

B� # B �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � � $

	�� #
���������������������

� ���������������������
� �B � � � �� �B � � � � � � �� � �B � � 
 �� �B	 � � � � � ��

� �B � ��
 �� �B � ��
 � � � ��

� �B �� � �� �B � � � � � � �� � �B � � 
 �� �B � � 
 � � � ��

� �B � ��
 �� �B� ��
 ��� � ��

� �B	 � � �� �B	 � � � � � �� � �B	 � 
 �� �B	 � 
 � � � ��

� �B	 ��
 �� �B
 ��
 ��� � ��

� �B� � � �� �B� ��
 ��� � �� � �B� � 
 �� �B � � 
 � � � ��

� �B� � � �� �B � ��
 � � � ��
� ��������������������

��������������������� 



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � � �

	 # 	�� �

��������
� ��������

� �B
 � 
 �� �B� ��
 ��� � �� � �B
 � � �� �B � � � � � � ��

� �B
 � � �� �B � ��
 � � � ��

� �B� � � �� �B� � � ��� � �� � �B� � 
 �� �B� � 
 � � � ��

� �B� � � �� �B � ��
 � � � ��
� �������

�������� 



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � � �

/0 1 2 &3 +3 (0 ) 4 5 ) 67 + 1 298 .

�$ �� 
 
� � 
 � �$ � 
 
� �


 � � 
$ � 
� �


 � � 
 
$ �� �


 � � 
 
� $ �
 �


 � � 
 
$ �� �


 � � 
$ � 
 �


 � �$ � 
 
 �


 �$ � � 
 
 �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � � �

/0 1 2 &3 +3 (0 ) 4 5 ) 67 + 1 298 .


 �
 $ � 
 
 �


 �
 � $ � 
 �


 �
 � 
$ �
 �


 �
 � $ � 
 �


 �
 $ � � �


 �
 
 $ �
 �


 �
 
 
 $ �
 � � 5 , , . 2 3 � +8 3



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  ! "# �� � � �� � � �

� ' + 2 - 0 ) + % &' () * +, - () .

� ' � =�� � � < 	
 �� � 	< � � � � =< � � < �< 8 + * .8 8 .( ( (' ., 3 .(

*' + 2 - �

& �< 	
 � F �� �� ; �� � �< � � =; �� �� ; 
 � � =< 
 
 �

& �< 	
 ; =< � �� ; � �� � �< 8 + * .8 8 .( ( (' ., 3 .( .( * . � -�

	 �$ � � � � # � 2 � � ��� �� �< ; =< � �� ; � �� . ; 
 �� ; 
 � = � � �< �

�� � � � = �� ; 
 �� � =; �� �� �;< ; �$ ; � ; 
 �� � =; �� �� �;< ; �

2 � � ; 
 < F< � � F � ��� � � ��� � -� � � # � � . ; 
 �� � �� < �

� � �< �
 � =; � 
 < � � � ��� � �

& ' 
 � A3� �3 < � � ; 
 �� � 8 � �;< ; � �< = �� � �	 
( �



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  !  ! �� � � �� � " �

� �� #� $% � & ' �() * � � () 
 +, ) -. � � #0/ 




� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �  !  ! �� � � �� � " �

q0

q1

q2

q3

q4

q5

q6

q7

a −−> #, R

 −
−>

 R

b −−> b, R

b −−> b, R
a −−> a, R

a −−> a, R

b −−> #, R

 −−> L

 −−> L

a −−> a, R
b −−> b, R

a −−>  , L

b −−>  , L

# −−>  , R

# −−>  , R

b −−> b, R

a −−> a, R
# −−>  , R

Reject Halt

Accept Halt

Start

�� ��� � � �	 
� �� 
 � �� �� � � � � � � ���



� �� � � � �� �	 	 
 � �� 
� �� � � �� �� ��� ��� �� � �� � � �� � !  ! �� � � �� � " �

� ( *� � 
� 
/ � 
�� �( # �( $)

�) # ' � +	 
�� 
� ��� �� � ��� ��� ��

, / * $� ( �� � +

��  �! " �# � $% � � � � � 
 &(' )� * � +, 
� 
 
! � / � ) - . � � � / # �

�# � 
�� 
� � � 0 �# � � 1 
 
� � � ' � ' ) � � 1# � �# � � 
� 
 
! � 2� 2

� � ! 2� 2! � " $# ! � �� 
� �� 2 2�

3 � 4 � �� �# � # �! " �� �# � � 
 �# � ' � 
� � � � ) *! �5 
 &(' )� * 6 
,


� 
 
 � � � 
! ' � ! 
 �# � 
 &' )� *� �! " 
� � � / # 7 .� / 8 /� �

�# � 
�� 
� � � 0 �# � � 1 
 
� $# ! � �� 
� �� � / � ) - �

9 � 4 � �� �# � # �! " �� 1! � " 
 *� , � % � � 
 * 2 2 
 
 � � $� % � � � � � " �

:# ! � �� 
� �� ! ) *! �5 . ' � �� � � � 
� � ; � 
 �# � ! � " �� ��

� � / < 7 �


